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La Morphologie Mathematique

e Support :

* Jusqgu'a present on travaillait dans un espace
vectoriel et on utilisait le produit de convolution.

* En morphologie mathematique, on travaille sur des
treillis complets :

- ensemble muni d'une relation d'ordre

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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La Morphologie Mathematique

* Rappels :

* Treillis complet : pour chaque famille d'élements de
I'ensemble il existe

— un supremum (borne sup)
— et un infimum (borne inf)

/ .
/ ,// // Y
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La Morphologie Mathematique

* Rappels :
* Inf: plus grand minorant : A
e Sup : plus petit majorant : v
* A V sont symetriques...

dualité : deux opérateurs W, W* sont duaux S pour
tout X i

- Y(Xe) = [W*(X)]e (c dénote le complément) /

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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La Morphologie Mathematique

* Rappels :
» Extensivité : X inclus ou egal a WY (X)
* Anti-extensivité : W(X) inclus ou égal a X
* |dempotence : Y (W (X)) = W(X)

X W(X)
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Hit or Miss Transform

e Hit or Miss Transform HMT :

* On considere les ensembles XCE
e Soit deux fonctions x->A(x) et x->B(x)
 Résultat:toutx € E ; A(x) € Xeet B(x) € X

- A et B sont les éléments structurants

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Erosion

e Erosion

* On prend A l'ensemble vide et B
- g (X)={toutx € E; B(x) € X}
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Dilatation

e Dilatation

, _ EEN
 On prends A l'ensemble vide et B %;E ;
- 0g(X) = U {B(x) ; x € X}
e Dual de lI'erosion
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Erosion/Dilatation

L'érosion
* Supprime les elements plus petits que I'élement
structurant

* Reduit la taille des particules et des convexites

La dilatation

e Supprime les trous plus petits que Ielement structurant

/ 7

« Réduit la taille des trous et des concavités

//////

,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Elément structurant

e Choix de I'élément structurant

* Taille, forme...
e eX. classification :

I—/

« Elément structurant :
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Elément structurant

e Une érosion de taille n = n érosions de taille 1

e Combiner des éléeéments structurants :
e - 4

* La forme de I'éelement structurant devient visible...
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Images B/W
Images en niveaux de gris

* Pour l'instant : travail en ensembliste sur une image B/
W

* Treillis avec inf et sup : on peut avoir une fonction

Empilement d'ensembles :

,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Images B/W
Images en niveaux de gris

* Pour l'instant : travail en ensembliste sur une image B/
W

* Treillis avec inf et sup : on peut avoir une fonction
Empilement d'ensembiles :
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Image en niveaux de gris

e Résultats
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Résidu

Retour sur le gradient

* Gradient morphologique

 gradient par érosion : g-(f) = f — ero(f)
 gradient par dilatation : g*(f) = dil(f) —

* gradient symétrique : g(f) = dil(f) — ero(f)
e Laplacien ; L(f) = g*(f) — g-(f)

* En binaire : permet de calculer S|mplement Ies
contours (interieurs ou extérieurs) fermes dés/

egions
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Ouverture/Fermeture

Ouverture (algébrique)

 Croissante
 Anti-extensive
* |dempotent

Fermeture (algébrique)

 Croissante
e Extensive

* Idempotent / ” -~
* Dual de l'ouverture /

- Un filtre morphologique croissant et idempotent : toutes fonctions Comprlses entre une
fonction et sa transformée donne la méme transformée
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Ouverture/Fermeture

Ouverture par adjonction :
» Erosion suivie d'une dilatation
Fermeture par adjonction

e Dual de lI'ouverture
e Dilatation suivie d'une érosion

Lissage non linéaire. L'ouverture supprime les pics plus fins que Ielement

structurant (reste toujours en dessous de la fonction) YOI
Autres ouvertures / / ~
e Quvertures par critere /;
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Ouverture/Fermeture

* Le sup d'ouvertures est une ouverture

,//y/’
Ouyeﬁh re 1

“Ouverture n

Choix de I'élément structurant :
Pb de connexité...
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Ouverture/Fermeture

* Exemple :

testiga o
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Ouverture/Fermeture

 Exemple :

testiga :

f b TR
——dl - N I
il ==
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Ouverture/Fermeture

 Exemple :

testiga

test.tgaldil.|dil.| ero.

LR
Sy ey A W M N oy
,...“—F‘—-nr..

testtgaldil.|dil.|ero.|ero.
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Utilisation. de I'ouverture : Top Hat

e Opérateur Top Hat (Chapeau haut de forme)
* Top-hat(l) = | — ouverture(l)
* Dual : Top-hat(l) = fermeture(l) - |

/\/’
s

>
/\ i AAAANANNANS
» Usage : 'ffkff
— Sort les éléments contrastés (les pics plus petits que Ielem/ent ,
structurant) /7 //

— Avec un élément structurant suffisamment grand : corrige I|IIum|natJon

/ / //// / '//7
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Utilisation de I'ouverture : Top Hat

e Résultat

Lautomate 4.8 ayant 4 états, son déterminisé en aura done 16, correspondant au nombre de
sous-ensembles de {1,2,3,4). Son état initial est le singleton {1}, et ses états finaux tous les
sOUs-ensembles contenant 4 : il y en a exactement 8, qui sont : {4}, {1,4}, (2,41, (3,4}, 11,2, 4},
11,3,4), (2,3, 4] {1,2,3,4}. Considérons par exemple les transitions sortantes de 'état initial :
], ayant deux transitions sortantes sur le symbole a, {1} aura une fransition depuis a vers
I'état correspondant au doubleton {2, 3. Le déterminisé est l'automate 4.9. On notera que
;E::E;'f:r;:f représente que les états utiles du déterm’ ik i o
H5te aucun moyen d'atteindre cet état. Lautomate 4.8 ayant 4 états, son déterminisé en aura done 16, correspondant au nombre de
g:::l?éi;af:e::itl—ﬂ sil'on ajoutait & 1automate 4.8 un ”E:—SE-S‘L;EE%ET d_.:- {1, 2, B %]: S{m étaﬁt Jmtial est le sing!etc:n Jl,l IIJ et 59..5 étfﬂ:tg hn;‘iu\ tc,;u: lf
& symbale 47 Construisez le détermir N es5 -:untena_nt_-! :il y en a exactement 8, qui Em‘l’f ' (4}, {1, 4}, 12, 4}, L-.r_-l}.— “ . L

3,4, 12,3,4) {1,2,3, 4}. Considérons par exemple les transitions sortantes de |"état initial :

* avant deux fransitions sortantes sur le symbole a, {1} aura une fransition depuis # vers

IR | = L = S -
- En;bldﬁmns les caleuls des mol ' tlat correspondant au doubleton 12,3}, Le déterminisé est 'automate 4.2. On notera que

s mt

Mainten, : . " ity
fomay, \ant le théoreme 4.9 : ot pour saisir

= -E';{‘_D

lement o - et 3; suivant les cas, l¢ © figure ne représente que les états utiles du déterminisé : ainsi {1, 2} n'est pas représenté,
n

" : o . DS
<) ou en 3 (si on a chois -

quil n' eviera, , " )
g " Wexdste aucun moyen d'atteindre cet état.
BUILE, puisqu'il n'y a pas ¢

Ve Vany,

'1“11?1 si l'on ajoutait & I'automate 4.8 une transition supplémentaire bouclant
ir o - . ) e N
®symbole 2 ? Construisez le déterminisé de ce nouvel automate.

)} -
_,tenant le théoréme 4.9 ; et pour saisir le sens de la démonstration, reportons
L, Bhe o i - = ;
nati 'nt.LE;mi] €rons les caleuls des mots préfixés par agn le premiera clzﬂlndl_ut
Halar . & £ et 3; suivant les cas, le second n conduit donc en 4 (si on a
' '::‘::.15;1 Ouen 3 (si on a choisi d'aller initialement en 3). La lecture
57 puisqu’il n'y a pas de transition sortante pour 4 : le seul
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Utilisation de I'ouverture : Top Hat

e Résultat

Lautomate 4.8 ayant 4 états, son déterminisé en aura done 16, correspondant au nombre de
sous-ensembles de {1,2,3,4). Son état initial est le singleton (1), et ses états finaux tous les
s0us-ensembles contenant 4 : il y en a exactement 8, qui sont : (4}, {1, 4}, {2, 4}, {3,4], 11,2,4},
11,3,4), {2,3,4] (1,2 4}. Considérons par exemple les transitions sortantes de l'état initial :
1: ayant deux transitions sortantes sur le symbole 7, {1} aura une transition depuis a vers
I"état forrespondant au doubleton {2, 3. Le déterminisé est l'automate 4.9. On notera que
;E:::qﬁuﬁfﬁr:_:‘i représente que les états utiles du déterminisé : ainsi (1, 2] n'est pas représenté,
Hste aucun moyen d'atteindre cet état.
Que se passer,

dans I'état 1 mu'ﬂ 51 l'on ajoutait 4 I'automate 4.8 une transition supplémentaire bouclant

Ele mrrye - = . 3 5 .

- le symbole 0?7 Construisez le déterminisé de ce nouvel automate.

D &m hﬂ mai
Nkpryn P i . iy a .
h =hantle théoribme 4.9 : et pour saisir le sens de la démonstratio

1“3': : et considérons les caleuls des mots préfixés par aan : le premie
3 10 Ent‘[‘E :1 et
e

a h‘ve 'r

3; suivant les cas, le second o conduit donc e
uen 3 (i on a choisi d'aller initialement en 3)
Puisqu'il n"y a pas de transition sortante pou

Ent eny 7y o
Bnbi v .
biguite,

S,
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Utilisation de I'ouverture : Granulomeétrie

* Granulométrie

* Etude de la taille des objets : utilisation d'un « tamis »
ouverture n

s T

ouverture3d

? R
ouverture 2 Vi
ouverture 1 >

A
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Autres filtres

* Filtres morphologiques

* Filtre croissant et idempotent sur un treillis

- Exemple : ouvertures et fermetures

- Les érosions et dilatations ne sont donc pas des filtres
morphologiques

* Filtres obtenus par combinaisons de filtres

* Filtres en série

~ Filtres alternés
- Filtres alternés séquentiels G
* Filtres en paralléle VI

,,,,,,

- Resultats des différents filtres combinés par un sup/mf// :
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Autres filtres
Combinaison série

e Filtres alternés

 Combinaisons de deux primitives :

— Quverture O et Fermeture F

* O <=0FO <= FO/OF <= FOF <=F
* (aucune autre combinaison a cause de l'idempotence)

* Filtres alternés sequentiels 9
 Combinaison de deux familles de primiti\//’é,fsi/,,
- O.F; O,F, O/F, / / —

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Autres filtres
Extension du Top Hat

e On utilise I'ouverture O d'une fermeture F

 Pour un signal | : OF(l) A |

» L'extension du top hat est défini par le
résidu :
- |- (OF(l) A 1)

NAWW\/\?\F(I) - l\ /

HOF( A
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Autres filtres
Extension du Top Hat

» Utilisation :
* Fait ressortir les pics
* Supprime les variations denses

NI\“’VW\?\F(') - l\ :
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Autres filtres

W
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Autres filtres

W
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Autres filtres

W
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Autres filtres

W
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Contrast Mapping

Résultats

v

e p
% -
7
7 /,/
%
d P
_

 Contrast Mapping

e
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TMMS

e Résultats

4.1. AUTOMATES FINIS

PN

—{ 1)

Automate 4.9 - Le résultat de la déterminisation de 'automate 4.8

Lautomate 4.8 ayant ¢ états, son déterminisé en aura donc 16, corres|

ondant au nombre de
sous-ensembles de {1,2,3,

4). Son état initial est le singleton {11, et ses états finaux tous les
ntenant 4 : il y en a exactement 8, qui sont : (4], {1,4], (2,4}, (3,4], (1,2,
41,12,3,4) {1,2,3,4). Considérons par exemple les transitions sortantes de I'état initial

! ayant deux transitions sortantes sur le symbole , {1) aura une transition depuis a vers
1€tat comespondant au doubleton (2,3]. Le déterminisé est Vautomate 49. On nofera que
SEMe figure ne représente que les états utiles du déterminisé - ains (1,2} nest pas représent
PRIl Wexiste aucun moyen d'atteindre cet état.
s se 1n:::tl~:1;§ “1‘:?‘ clotait av avtomate 4.8 une rr::lnsiﬁnn Suplplex:\em(:lre bouclant
B o' Construlses e déterminie de cerouvel actomate
USRS G Dn e théorem

e 8, et considérons I
inaiicn oo

al

Que se pass
tat

); et pour saisir le sens de la démonstration, reportons
nots préfixés par aae: le premier o condu
e 2 ot 3; suivant les cas, le second ¢ conduit donc en 4 (si
i 2) 01 €3 (i on a chois daller intilement en ). La lecture
% puisqu'il n'y a pas de transition sortante pour 4 : le seul
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e Résultats

4.1. AUTOMATES FINIS

Automate 48 - Un automate a détermini

Automate 4.9 - Le résultat de la déterminisation de 'automate 4.8

Lautomate 4.8 ayant 4 tats, son déterminisé en aura donc 16, orrespondant au nombre de
sous-ensembles de {1,2,3,4]. Son état initial est le singleton {1}, et ses états finaux tous les
naemble= contenant 41l y en.a exactement 8, quisont: (), 1141 12,4, ), (3,41, (1,2,4],
transitions sortantes de I'état initial
{1) aura une transition depuis a vers
isé est Iautomate 49. On notera que
ésente que les états utiles du déterminisé : ainsi 1, 2} n’est pas représents
ste aucun moyen d'atteindre cet état.
3::} T Pussnnm

il 5t on ajoutait  Vautomate 4.8 une fransition supplémentaire bouclant
Démane symbole ¢ ? Construisez le déterminisé de ce nouvel automate.
“"'mmmmlemm 2
e g

et poursaisir le sens de la démonstration, reportons

é:‘;umdumle; calculs des mots préfix le premier a conduit
u..nmm 2 e 3; suivant les cas, le second & ' conduit done en 4 (si on a

& iy 2 04 en 3 (si on a chois daller iialement en 3). La lecture

%, puisqu'il n'y a pas de transition sortante pour 4 : le seul

riginal

TMMS

nwm
B, shosos.Slals Brauxfonils
AL ,&Mﬂz%

s e Peiatintfial
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4.1. AUTOMATES FINIS

Automate 4.8 - Un automate a déterminiser

—(m (i 3

Automate 4.9 - Le résultat de la déterminisation de 'automate 4.8

Laiomgieys § aant 4 états, son déterminisé en aura donc 16, correspondant au nombre de
@\ls TSembleside (1,2,3,4). Son état initial est le singleton {1}, et ses états finaux toy
ous-ensembles'contenant 4 : il y en a exactement 8, qui sont : {4, {1,4}, {2,4, (3,4}, (L
[ 112,3,4) (1,2, a,.n Considérons par exemple les transitions sortantes de Iétat initial
1 ayarit deux transitions sortantes sur le symbole 4, {1) aura une transition depuis a vers
V'état comrespondant au double‘mn {2,3). Le déterminisé est I'automate 4.9. On notera que
p\:::,:. o " ne représente que les états utiles du détermi si (1,2) n'est pas représenté,
‘existe aucun moyen d'atteindre cet état.
Que se passery
dans Vétat 1
DmOntzons mg,
Rous A auiom, \T:E“m lethéoreme 4.9, et pour saisir le sens de la démonstration, reportons
3 uné Indeie, 3, eteonsidérons les calculs des mots préfixés par ana :le premier  conduit
:T:e ﬂz]_: ..\mlmw @ 2 et 3; suivant les cas, le second a conduit donc en 4 (si on a
2 Rve oy 7 ) 00t en 3 (si on a choisi d'aller initialement en 3). La lecture
\8Uté) puisqu'il n'y a pas de transition sortante pour 4 : le seul
paas= S

UM on sjoutait a automate 48 une transition supplémentaire boudant
ﬁﬁ?‘inle a? Construisez le déterminisé de ce nouvel automate.

37
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Résultats

4.1. AUTOMATES FINIS

ent 8, qui sont : {41, {1,4), (2,4}, (3,4}, (1,2.4},
mple les transitions sortantes de Iétat initial :
1 ayarif deux transitions sortantes su bole 4, {1) aura une transition depuis a vers
I'état corresy 2,
Présente que les états uliles du déterminisé : ainsi (1,2) r'est pas représenté,
aucun moyen datteindre cet état.

utait 3 'automate 4.8 une transition supplémentaire bouclant
bole o ? Construisez le déterminisé de ce nouvel automate.

lethéoréme 4.9 ; et pour saisir le sens dela démonstration, reportons
‘considérons les calculs des mots préfixés par ana: le premier a conduit
second a conduit donc en 4 (si on a

aller initialement en 3). La lecture

transition sortante pour 4 : le seul

TMMS

, 4.8 ayant 4 états, son déterminisé en aura donc 16, correspondant au nombre de
isensemblesyde (1,2,3,4}. Son état initial est le singleton {1}, et ses états finaux tous les
Sous-ensemblescontenant 4 : il v en a exactement 8, qui sont : {4}, (1,4}, (2,4, (3,4}, {1,2,4},
11,3, 1, 2.3,4) ,{1,2,3,4). Considérons par exemple les transitions sortantes de I'état initial :
1, ayant deux transitions sortantes sur le symbole 4, {1} aura une transition depuis a vers
lcztt:: §°E‘§5b0ndar1’t au doubleton {2,3). Le déterminisé est I’.au.tomate 49, On notefa qu’e
puisqﬁsr:'ze~ représente que les états utiles du déterminisé : ainsi {1, 2} n’est pas représenté,

' ®Xiste aucun moyen d’atteindre cet état.

Que se passeriue o | v )
dans ‘,él‘;nerm sllSil'on ajoutait 4 1'automate 4.8 une transition supplémentaire bouclant

€ . e
lesymbole 4 7 Construisez le déterminisé de ce nouvel automate.
Démontrong

Aintehani A - , .
nousA automy, ~H2Ntle théoreme 4.9 ; et pour saisir le sens de la démonstration, reportons

A uné Indéiory o ot

X ina considérons les calculs des mots préfixés par aaa : le premier a conduit
chow’ daller iy
du o' dme

lon : . .
a emeer\[:tre 2 et 3; suivant les cas, le second a conduit donc en 4 (si on a
Rve pap, .le“ 2) ouen 3 (si on a choisi d'aller initialement en 3). La lecture
@%Pyisqu’il n'y a pas de transition sortante pour 4 : le seul

i
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Reconstruction

 Dilatation geodesique
* Dil(Y) N X

e Quverture par reconstruction
@
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Reconstruction

 Dilatation geodesique
* Dil(Y) N X

e Quverture par reconstruction
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Reconstruction

 Dilatation geodesique
* Dil(Y) N X X

e Quverture par reconstruction
@
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Reconstruction

 Dilatation geodesique
* Dil(Y) N X X

e Quverture par reconstruction
o
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Reconstruction

 Dilatation geodesique
* Dil(Y) N X X

e Quverture par reconstruction
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Reconstruction

* Remplissage des trous
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Reconstruction

* Remplissage des trous
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Reconstruction

* Remplissage des trous
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Reconstruction

* Remplissage des trous

* Autre application : Sélection d'un objet prems ,
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Ouverture ultime

-
I R N R R
Transformée

Indicatrice
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Ouverture ultime
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Ouverture ultime
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Ouverture ultime
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Ouverture ultime
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Ouverture ultime
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Ouverture ultime
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Ouverture ultime
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Ouverture ultime
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Ouverture ultime
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Ouverture ultime

Ouverture de taille 8
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Ouverture ultime
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Ouverture ultime

Segmentation :  7 *
Etiquetage de la sortie de 'ouverture ultime R

Avantages : . ,
Segmentation efficace (textures) Py T

Inconvénients :
Lent
Problemes liés aux panneaux
Problemes liés au flou

___H_—
Musée Maillol s'expose

i

Le traitement d’'images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http:/jo.fabrizio.free.fr — 85/102


http://jo.fabrizio.free.fr/

Le traitement d’images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http:/jo.fabrizio.free.fr — 86/102

1


http://jo.fabrizio.free.fr/

Duivartiira 1lfimae

at

Le traitement d'images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http:/jo.fabrizio.free.fr — 87/102


http://jo.fabrizio.free.fr/

Le traitement d'images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http://jo.fabrizio.free.fr — 88/102



http://jo.fabrizio.free.fr/

Le traitement d’images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http:/jo.fabrizio.free.fr — 89/102



http://jo.fabrizio.free.fr/

Le traitement d'images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http://jo.fabrizio.free.fr — 90/102



http://jo.fabrizio.free.fr/

Le traitement d'images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http://jo.fabrizio.free.fr — 91/102



http://jo.fabrizio.free.fr/

Le traitement d'images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http:/jo.fabrizio.free.fr — 92/102



http://jo.fabrizio.free.fr/

Le traitement d'images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http://jo.fabrizio.free.fr — 93/102



http://jo.fabrizio.free.fr/

Le traitement d'images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http:/jo.fabrizio.free.fr — 94/102



http://jo.fabrizio.free.fr/

Le traitement d'images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http://jo.fabrizio.free.fr — 95/102



http://jo.fabrizio.free.fr/

Le traitement d'images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http://jo.fabrizio.free.fr — 96/102



http://jo.fabrizio.free.fr/

Le traitement d'images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http:/jo.fabrizio.free.fr — 97/102



http://jo.fabrizio.free.fr/

Le traitement d'images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http://jo.fabrizio.free.fr — 98/102



http://jo.fabrizio.free.fr/

Le traitement d'images — La morphologie mathématique — J. Fabrizio http://jo.fabrizio.free.fr — 99/102



http://jo.fabrizio.free.fr/

Watershed

e Segmentation
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Conclusion

* La Morphologie Mathématique permet

* d'appliquer certains traitements simplement
— bien adapte a la segmentation

* de faire un peu de classification
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